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1 はじめに
次の 2つの円周率公式を証明します.

定理 1.

π =

∞∑
n=0

(−1)n

4n

(
2

4n+ 1
+

2

4n+ 2
+

1

4n+ 3

)
. (1)

定理 2.

π =

∞∑
n=0

1

16n

(
4

8n+ 1
− 2

8n+ 4
− 1

8n+ 5
− 1

8n+ 6

)
. (2)

証明に必要な知識は, ほぼ高校数学のみです. 使用する大学数学は「arctanxを微分す
ると 1

x2 + 1
になる」だけです. トリッキーな技法は使わず、ひたすら基本的な式変形を

繰返します. そして, 定理1及び定理2は同じ流れで証明できます.

2 定理1の証明
松本圭司 (2011)の 20ページ及びArndt et al. (2001)の式 10.7を参考にする. 事前準
備として、次の補題1及び補題2を証明する.

補題 1. k = 1, 2, 3に対して,∫ 1√
2

0

xk−1

1 + x4
dx =

1
√
2
k

∞∑
n=0

(−1)n

4n(4n+ k)
.
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Proof.

(左辺) =
∫ 1√

2

0

xk−1
∞∑

n=0

(
−x4

)n
dx ∵ 等比級数の公式より

=

∫ 1√
2

0

∞∑
0

(−1)nx4n+k−1dx

=
∞∑

n=0

∫ 1√
2

0

(−1)nx4n+k−1dx ∵ 項別積分より

=
∞∑

n=0

(−1)n
∫ 1√

2

0

x4n+k−1dx

ここで, ∫ 1√
2

0

x4n+k−1dx =

[
1

4n+ k
x4n+k

] 1√
2

0

=
1

√
2
k

1

4n+ k

1

4n
.

よって,

(左辺) =
∞∑

n=0

(−1)n
1

√
2
k

1

4n+ k

1

4n

=
1

√
2
k

∞∑
n=0

(−1)n

4n(4n+ k)

= (右辺).

以上より補題1が証明された.

補題 2.
y4 + 4 = (y2 + 2y + 2)(y2 − 2y + 2).

Proof.

(右辺) = (y2 + 2)2 − (2y)2

= (y4 + 4y2 + 4)− 4y2

= y4 + 4

= (左辺)

よって補題2が証明された.
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事前準備ができたので, 定理1を証明する.

定理1の証明.

(式 (1)の右辺)

= 2
∞∑

n=0

(−1)n

4n
1

4n+ 1
+ 2

∞∑
n=0

(−1)n

4n
1

4n+ 2
+

∞∑
n=0

(−1)n

4n
1

4n+ 3

= 2
√
2

∫ 1√
2

0

1

1 + x4
dx+ 2 · 2

∫ 1√
2

0

x

1 + x4
dx+ 2

√
2

∫ 1√
2

0

x2

1 + x4
dx ∵ 補題1より

= 2
√
2

∫ 1√
2

0

1 +
√
2x+ x2

1 + x4
dx

= 2
√
2

∫ 1

0

1 + y + 1
2y

2

1 + 1
4y

4

(
1√
2
dy

)
∵ y =

√
2xの置換積分より

= 4

∫ 1

0

y2 + 2y + 2

y4 + 4
dy

= 4

∫ 1

0

1

y2 − 2y + 2
dy ∵ 補題2より

= 4

∫ 1

0

1

(y − 1)2 + 1
dy

= 4

∫ 0

−1

1

u2 + 1
du ∵ u = y − 1の置換積分より

= 4 [arctanu]
0
−1 ∵ arctanの微分より

= 4 (− arctan(−1))

= π

= (式 (1)の左辺).

以上より定理1が証明された.

3 定理2の証明
Borwein and Bailey (2008)の Theorem 3.1, 円周率.jp (n.d.), 及びPerkins (2018)の
式 2.64を参考にする. 事前準備として、次の補題3及び補題4を証明する.

補題 3. k = 1, 4, 5, 6に対して,∫ 1√
2

0

xk−1

1− x8
dx =

1
√
2
k

∞∑
n=0

1

16n(8n+ k)
.
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Proof.

(左辺) =
∫ 1√

2

0

xk−1
∞∑

n=0

(
x8

)n
dx ∵ 等比級数の公式より

=

∫ 1√
2

0

∞∑
n=0

x8n+k−1dx

=
∞∑

n=0

∫ 1√
2

0

x8n+k−1dx ∵ 項別積分より

ここで, ∫ 1√
2

0

x8n+k−1dx =

[
1

8n+ k
x8n+k

] 1√
2

0

=
1

√
2
k

1

8n+ k

1

16n
.

よって,

(左辺) =
∞∑

n=0

1
√
2
k

1

8n+ k

1

16n

=
1

√
2
k

∞∑
n=0

1

16n(8n+ k)

=(右辺)

以上より補題3が証明された.

補題 4.

y5 + y4 + 2y3 − 4 = (y − 1)(y2 + 2)(y2 + 2y + 2). (3)
y8 − 16 = (y2 − 2)(y2 + 2)(y2 − 2y + 2)(y2 + 2y + 2). (4)

4(y − 1)

(y2 − 2)(y2 − 2y + 2)
=

y

y2 − 2
− y − 2

y2 − 2y + 2
. (5)

Proof.
(y − 1)(y2 + 2) = y3 − y2 + 2y − 2

なので、

(式 (3)の右辺) = (y3 − y2 + 2y − 2)(y2 + 2y + 2)

= y5 + y4 + 2y3 − 4
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= (式 (3)の左辺).

よって式 (3)が証明された.

(式 (4)の右辺) = (y2 − 2)(y2 + 2)(y4 + 4) ∵ 補題2より
= (y4 − 4)(y4 + 4)

= y8 − 16

= (式 (4)の左辺).

よって式 (4)が証明された.

(式 (5)の右辺) = y(y2 − 2y + 2)− (y − 2)(y2 − 2)

(y2 − 2)(y2 − 2y + 2)

=
(y3 − 2y2 + 2y)− (y3 − 2y2 − 2y + 4)

(y2 − 2)(y2 − 2y + 2)

=
4y − 4

(y2 − 2)(y2 − 2y + 2)

= (式 (5)の左辺).

よって式 (5)が証明された.

事前準備ができたので, 定理2を証明する.

定理2の証明.

(式 (2)の右辺)

= 4
∞∑

n=0

1

16n(8n+ 1)
− 2

∞∑
n=0

1

16n(8n+ 4)
−

∞∑
n=0

1

16n(8n+ 5)
−

∞∑
n=0

1

16n(8n+ 6)

= 4 ·
√
2

∫ 1√
2

0

1

1− x8
dx− 2 · 4

∫ 1√
2

0

x3

1− x8
dx− 4

√
2

∫ 1√
2

0

x4

1− x8
dx

− 8

∫ 1√
2

0

x5

1− x8
dx ∵ 補題3より

=

∫ 1√
2

0

4
√
2− 8x3 − 4

√
2x4 − 8x5

1− x8
dx

=

∫ 1

0

4
√
2− 2

√
2y3 −

√
2y4 −

√
2y5

1− 1
16y

8

(
1√
2
dy

)
∵ y =

√
2xの置換積分より

=

∫ 1

0

4− 2y3 − y4 − y5

1− 1
16y

8
dy
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= 16

∫ 1

0

y5 + y4 + 2y3 − 4

y8 − 16
dy

= 16

∫ 1

0

(y − 1)(y2 + 2)(y2 + 2y + 2)

(y2 − 2)(y2 + 2)(y2 − 2y + 2)(y2 + 2y + 2)
dy

∵ 補題4の式 (3)及び式 (4)より

= 16

∫ 1

0

(y − 1)

(y2 − 2)(y2 − 2y + 2)
dy

= 4

∫ 1

0

y

y2 − 2
− y − 2

y2 − 2y + 2
dy ∵ 補題4の式 (5)より

= 4

∫ 1

0

y

y2 − 2
− y − 1

y2 − 2y + 2
− (−1)

y2 − 2y + 2
dy

= 4

∫ 1

0

y

y2 − 2
dy − 4

∫ 1

0

y − 1

y2 − 2y + 2
dy + 4

∫ 1

0

1

y2 − 2y + 2
dy

= 2

∫ 1

0

(y2 − 2)′

y2 − 2
dy − 2

∫ 1

0

(y2 − 2y + 2)′

y2 − 2y + 2
dy + 4

∫ 1

0

1

y2 − 2y + 2
dy

= 2
[
log |y2 − 2|

]1
0
− 2

[
log |y2 − 2y + 2|

]1
0
+ 4

∫ 1

0

1

y2 − 2y + 2
dy

= −2 log 2 + 2 log 2 + 4

∫ 1

0

1

y2 − 2y + 2
dy

= 4

∫ 1

0

1

y2 − 2y + 2
dy

= 4

∫ 1

0

1

(y − 1)2 + 1
dy

= 4

∫ 0

−1

1

u2 + 1
du ∵ u = y − 1の置換積分より

= 4 [arctanu]
0
−1 ∵ arctanの微分より

= 4 (− arctan(−1))

= π

= (式 (2)の左辺).

以上より定理2が証明された.
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