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1 はじめに
競馬の数理モデルを紹介します. 様々な数理モデルがありますが、本稿の第 2節から第

4節では非常にシンプルなモデルを取上げます.

2 単勝の確率
今 n ≥ 2頭が出走するレースがあるとする. 出走馬には 1, 2, . . . , nとそれぞれ番号が付
けられている. 馬 iが 1着になる確率を πi とおく. このとき、各馬 iの勝率 πi がどの程
度かが問題になる. レースは Parimutuel方式で開催されるとする. Parimutuel方式はギ
ャンブルにおけるオッズを定める方式の 1つである. Parimutuel方式では、競馬場が馬
券の総売上げ額から一定割合を抜き取り、残りの金額を的中馬券に配分し、オッズを定め
る. 勝率 πi を推定する最もシンプルなモデルとして

πi = Pi (i = 1, 2, . . . , n)

がある. ここで Pi は単勝馬券総売上げ額に対する単勝馬券 iの総売上げ額の割合を表す.
Pi は以下の式で計算できる.

Pi =
1

Oi+1∑n
j=1

1
Oj+1

(i = 1, 2, . . . , n). (1)

ここで Oi は馬 iの単勝オッズを表す. Lo and Bacon-Shone (2008b)では上記モデルの
改良版として以下のモデルを紹介している.

πi =
P β
i∑n

j=1 P
β
j

, (i = 1, 2, . . . , n).

ここで β はパラメータを表し、値はおよそ 1.1になる. β = 1のとき、πi = Pi が成立し
最もシンプルなモデルとなる. β の詳細な値は Lo and Bacon-Shone (2008b)の Table 1
に記載されている.
続いてこの段落では Ali (2008) に基づき、Pi と単勝オッズ Oi の関係式 (1) を導出す
る. まず Parimutuel方式により、馬 iの単勝オッズ Oi は以下で定められている.

Oi =
(1− t)W

Wi
− 1 (i = 1, 2, . . . , n). (2)
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ここで、W は単勝馬券の総売上げ額を、Wi は単勝馬券 iの総売上げ額を、tは競馬場の
取分の割合をそれぞれ表す. よって、

W =

n∑
i=1

Wi (3)

が成立する. ここで Pi =
Wi

W を単勝オッズのみで表すことを考える. 式 (2)より
1

Oi + 1
=

Wi

(1− t)W
(i = 1, 2, . . . , n)

なので、

(1− t)

n∑
i=1

1

Oi + 1
= (1− t)

n∑
i=1

Wi

(1− t)W

=
1

W

n∑
i=1

Wi

= 1. ∵ 式 (3)より

上式より、
1− t =

1∑n
i=1

1
Oi+1

(4)

が成立する. よって

Pi =
Wi

W
=

(1− t)

Oi + 1
∵ 式 (2)より

=
1

Oi+1∑n
j=1

1
Oj+1

. ∵ 式 (4)より

以上より、関係式 (1)の導出が終了した.

3 順序確率
この節では、レースにおける 2着、3着がどのような状況になるのかを説明する. Harville
モデル、ディスカウントモデルと呼ばれる 2つの確率モデルを紹介する. 馬 iが 1着かつ
馬 j が 2着である確率を πij とおく. さらに馬 iが 1着かつ馬 j が 2着かつ馬 kが 3着で
ある確率を πijk とおく. Harvilleは次のシンプルなモデルを提案した.

πij = πi
πj

1− πi
,

πijk = πi
πj

1− πi

πk

1− πi − πj
.
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そして, Lo and Bacon-Shone (2008a)は上記を包含する次のモデルを提案した.

πijk = πi

πλ
j∑

s̸=i π
λ
s

πτ
k∑

t ̸=i,j π
τ
t

.

λと τ はパラメータ.このモデルはディスカウントモデルと呼ばれている. λ = τ = 1の
ときディスカウントモデルは Harville のモデルになる. パラメータ λ, τ の一例として,
λ = 0.76, τ = 0.62を挙げておく.

4 ポートフォリオ
この節ではギャンブラーがどの馬券をどれだけ購入すれば良いのかを問題にする. つ
まり、馬券によるポートフォリオの構成を問題にする. 一般にポートフォリオは Kelly
criterionに基づいて構成されることが多い. この節では 2種類の定式化を行い、それぞれ
に対して Kelly criterionを導出する.

4.1 シンプルな定式化
この節では Tijms (2012)の 2.7節にあるシンプルな Kelly criterionを紹介する.今ギ
ャンブルに参加することを考える.勝ったときは払戻し率 uで賭金が払戻され、負けたと
きは賭金すべてを失うとする. ここで u > 1 を仮定する. 勝つ確率を p、負ける確率を
1− pとする. そして、0 < p < 1を仮定する. 所持金のうち賭金の割合を f とする.所持
金のうち賭金にせず残す金額の割合を wとする. このとき所持金をどのように配分し賭け
るかが問題になる. この問題を以下の連続最適化問題に定式化する.

問題 1.
maximize µ(f, w) := p log(uf + w) + (1− p) logw

subject to f + w = 1,

f ≥ 0,

w ≥ 0

(5)

この問題は、(f, w) = (f∗, w∗)のとき最適解を持つものとする. まず

pu > 1 (6)

の場合を考える.以下では Körner (2008)の Excercise 2.7.2を参考にして補題 1及び定理
1の証明 1を導出する.
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補題 1. 以下のすべてが成立する.

1.
w∗ > 0

2.
f∗ > 0

3.
p

u− 1

uf∗ + w∗ = (1− p)
1

w∗ (7)

Proof. 1. w∗ > 0は自明. もしも w∗ = 0ならば、(f∗, w∗)の最適性に矛盾してしまう.
2.

h(x) := µ(f∗ + x,w∗ − x)

とおく. すると

h(x) = p log((u− 1)x+ uf∗ + w∗) + (1− p) log(−x+ w∗).

上式を微分すると

h′(x) = p
u− 1

(u− 1)x+ uf∗ + w∗ + (1− p)
−1

−x+ w∗ .

したがって
h′(0) = p

u− 1

uf∗ + w∗ − (1− p)
1

w∗ .

今 f∗ = 0を仮定して矛盾を導く. h′(0) ≤ 0なので

p
u− 1

w∗ ≤ (1− p)
1

w∗ .

上式より pu ≤ 1となるが、これは式 (6)に矛盾する. よって f∗ > 0が成立する.
3. f∗ > 0かつ w∗ > 0なので、h′(0) = 0となり

p
u− 1

uf∗ + w∗ = (1− p)
1

w∗

が成立する.

定理 1. pu > 1のとき、問題 1は以下の最適解 (f∗, w∗)を持つ.

f∗ =
pu− 1

u− 1
= p− w∗

u

w∗ =
1− p

1− 1
u
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(証明 1). 式 (7)より

0 = w∗p(u− 1)− (1− p)(uf∗ + w∗)

= {p(u− 1)− (1− p)}w∗ − (1− p)uf∗

= (pu− 1)w∗ − (1− p)uf∗.

上式に w∗ = 1− f∗ を代入すると、

0 = (pu− 1)(1− f∗)− (1− p)uf∗

= {−(pu− 1)− (1− p)u} f∗ + (pu− 1)

= (1− u)f∗ + (pu− 1).

よって
f∗ =

pu− 1

u− 1

が成立する.そして、

w∗ = 1− f∗

= 1− pu− 1

u− 1

=
u− pu

u− 1

=
1− p

1− 1
u

.

つまり
w∗ =

1− p

1− 1
u

が成立する. さらに、

f∗ =
pu− 1

u− 1

= p+
p− 1

u− 1

= p− 1

u

1− p

1− 1
u

= p− w∗

u
.

つまり
f∗ = p− w∗

u

が成立する.
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次に、Körner (2008)の Lemma 2.6.4に基づいて、定理 1に別証明を与える.

(定理 1の証明 2). 問題 1の最適解を求めるには、g(f) := µ(f, 1− f)とおき、0 ≤ f < 1

における最大値を求めれば良い.

g(f) = p log((u− 1)f + 1) + (1− p) log(1− f)

を微分すると、

g′(f) = p
u− 1

(u− 1)f + 1
+ (1− p)

−1

1− f

=
p(u− 1)(1− f)− (1− p){(u− 1)f + 1}

{(u− 1)f + 1}(1− f)
.

ここで、

(上式の分子) = {−p− (1− p)}(u− 1)f + p(u− 1)− (1− p)

= −(u− 1)f + (pu− 1)

= −(u− 1)

(
f − pu− 1

u− 1

)
.

つまり、

g′(f) =
−(u− 1)

(
f − pu−1

u−1

)
{(u− 1)f + 1}(1− f)

. (8)

ここで pu > 1より、pu−1
u−1 > 0. さらに

pu− 1

u− 1
− 1 =

pu− 1− (u− 1)

u− 1
=

−u(1− p)

u− 1
< 0

より, pu−1
u−1 < 1. したがって g(f), 0 ≤ f < 1は f = pu−1

u−1 のとき最大値をとる. つまり
問題 1は

f∗ =
pu− 1

u− 1

において最適解を持つ.そして、

w∗ =
1− p

1− 1
u

, f∗ = p− w∗

u

の証明は証明 1と全く同じなので省略する.

つぎに pu ≤ 1の場合を考える.

定理 2. pu ≤ 1のとき、問題 1は最適解 (f∗, w∗) = (0, 1)をもつ.
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証明 1. (f, w)を任意の実行可能解とする. log は上に凸な関数なので、Jensenの不等式
を µ(f, w)へ適用すると、

µ(f, w) = p log(uf + w) + (1− p) logw

≤ log {p(uf + w) + (1− p)w}
= log(puf + w).

さらに、

log(puf + w) ≤ log(f + w) ∵ pu ≤ 1より
≤ log 1 ∵ 式 (5)より
= 0

つまり任意の実行可能解 (f, w)に対して、µ(f, w) ≤ 0となる. µ(0, 1) = 0なので、問題
1は (f∗, w∗) = (0, 1)において最適解を持つ.

次に、Körner (2008)の Lemma 2.6.4に基づいて、定理 2に別証明を与える.

定理 2の証明 2. pu ≤ 1 のとき、0 < f < 1 を満たす f に対して式 (8) は g′(f) < 0 と
なる. したがって g(f), 0 ≤ f < 1 は f = 0 のとき最大値をとる. つまり、問題 1は
(f∗, w∗) = (0, 1)において最適解を持つ.

4.2 少し複雑な定式化
この節では Ethier (2010)の Example 10.2.3及びKörner (2008)の Excercise 2.7.2を
整理する. 4.1節より少し複雑な定式化をおこない、Kellyの criterionを導出する. 今単勝
馬券のみを購入するギャンブルを考える. レースでは n ≥ 2頭が出走し、同着はないもの
とする. 馬には 1, 2, . . . , nと番号が付けられている. 馬 iが 1着になる確率を pi とする.
ここで, p1 > 0, p2 > 0, . . . , pn > 0を仮定する. そして∑n

i=1 pi = 1. 馬 iが 1着になっ
たときの払戻し率を ui > 1とおく. ここで

n∑
i=1

1

ui
> 1 (9)

を仮定する. 一般性を失わず、

u1p1 ≥ u2p2 ≥ . . . ≥ unpn (10)
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が満たされるように馬番号を並べ替える. 所持金のうち馬券 i を購入する割合を fi とす
る. 所持金のうち現金として残す割合を w とする. ここで、n 種類の単勝馬券をどのよ
うに購入し所持金を分配するかが問題になる.この問題を以下の連続最適化問題に定式化
する.

問題 2.

maximize µ(f , w) :=

n∑
i=1

pi log(uifi + w)

subject to

n∑
i=1

fi + w = 1,

fi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

w ≥ 0

(11)

この問題は、(f , w) = (f∗, w∗)のとき最適解を持つものとする. まず,

u1p1 > 1 (12)

の場合を考える.

補題 2. 1 ≤ i < j ≤ nとする.

1. f∗
i ̸= 0かつ f∗

j ̸= 0のとき
piui

uif∗
i + w∗ =

pjuj

ujf∗
j + w∗ . (13)

2. f∗
i = 0のとき

f∗
j = 0. (14)

3. f∗
j = 0のとき

piui

uif∗
i + w∗ ≥ pjuj

w∗ . (15)

Proof.

g(x) := µ(f∗
1 , . . . , f

∗
i−1, f

∗
i + x, f∗

i+1, . . . , f
∗
j−1, f

∗
j − x, f∗

j+1, . . . , f
∗
n, w

∗)

とおく.すると

g(x) = pi log(ui(f
∗
i + x) + w∗) + pj log(uj(f

∗
j − x) + w∗) +

n∑
k=1
k ̸=i,j

pk log(ukf
∗
k + w∗).
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上式を微分すると、

g′(x) =
d

dx

(
pi log(uix+ uif

∗
i + w∗) + pj log(−ujx+ ujf

∗
j + w∗)

)
=

piui

uix+ uif∗
i + w∗ − pjuj

−ujx+ ujf∗
j + w∗ .

したがって
g′(0) =

piui

uif∗
i + w∗ − pjuj

ujf∗
j + w∗ .

1. f∗
i ̸= 0かつ f∗

j ̸= 0のとき. g′(0) = 0なので
piui

uif∗
i + w∗ =

pjuj

ujf∗
j + w∗ .

2. f∗
i = 0のとき. g′(0) ≤ 0なので

piui

w∗ ≤ pjuj

ujf∗
j + w∗ .

今 f∗
j > 0を仮定すると、

piui

w∗ <
pjuj

0 + w∗

より、piui < pjuj となるが、これは式 (10)に矛盾する. よって f∗
j = 0.

3. f∗
j = 0のとき. g′(0) ≥ 0なので

piui

uif∗
i + w∗ ≥ pjuj

w∗ .

補題 3. 以下のすべてが成立する.

1.
f∗
1 > 0 (16)

2.
w∗ > 0 (17)

3.
p1u1

u1f∗
1 + w∗ =

n∑
i=1

pi
uif∗

i + w∗ (18)

4.
f∗
n = 0 (19)

10



Proof.
h(x) := µ(f∗

1 + x, f∗
2 , . . . , f

∗
n, w

∗ − x)

とおく.すると

h(x) = p1 log((u1 − 1)x+ u1f
∗
1 + w∗) +

n∑
i=2

pi log(−x+ uif
∗
i + w∗).

上式を微分すると、

h′(x) = p1
u1 − 1

(u1 − 1)x+ u1f∗
1 + w∗ +

n∑
i=2

pi
−1

−x+ uif∗
i + w∗

したがって、

h′(0) = p1
u1 − 1

u1f∗
1 + w∗ −

n∑
i=2

pi
1

uif∗
i + w∗

=
p1u1

u1f∗
1 + w∗ −

n∑
i=1

pi
uif∗

i + w∗ .

1. f∗
1 = 0 を仮定して矛盾を導く. 式 (14) より f∗

2 = 0, f∗
3 = 0, . . . , f∗

n = 0 となり
w∗ = 1となる. 今 h′(0) ≤ 0なので、

p1u1 ≤
n∑

i=1

pi.

つまり p1u1 ≤ 1となるが、これは式 (12)に矛盾する. よって f∗
1 > 0が成立する.

2. w∗ = 0を仮定して矛盾を導く. w∗ = 0なので最適性より f∗
1 > 0, f∗

2 > 0, . . . , f∗
n >

0となる. すると式 (13)より
p1
f∗
1

=
p2
f∗
2

= · · · = pn
f∗
n

.

上式の値を αとおくと、p1 = αf∗
1 , p2 = αf∗

2 , . . . , pn = αf∗
n. これらを合計すると、

1 =

n∑
i=1

pi

=

n∑
i=1

αf∗
i

= α
n∑

i=1

f∗
i

= α. ∵ 式 (11)より
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よって α = 1なので f∗
1 = p1, f

∗
2 = p2, . . . , f

∗
n = pn が成立する. 今 h′(0) ≥ 0なので

1 ≥
n∑

i=1

1

ui

となるが、これは式 (9)に矛盾する. よって w∗ > 0が成立する.
3. f∗

1 > 0かつ w > 0なので、h′(0) = 0となり、

p1u1

u1f∗
1 + w∗ =

n∑
i=1

pi
uif∗

i + w∗

が成立する.
4. f∗

n > 0を仮定して矛盾を導く. f∗
n > 0なので式 (14)より、f∗

1 > 0, f∗
2 > 0, . . . , f∗

n >

0. 式 (13)の値を β とおけば、式 (18)は

β =

n∑
i=1

β

ui
= β

n∑
i=1

1

ui

となる. β > 0 より上式は 1 =
∑n

i=1
1
ui
となるが、これは式 (9) に矛盾する. よって

f∗
n = 0が成立する.

1 ≤ k ≤ nを満たす k に対して、

qk :=
k∑

i=1

pi, bk :=
k∑

i=1

1

ui
, wk :=

1− qk
1− bk

とおく. ただし、q0 := 0, b0 := 0とする.さらに、1 ≤ k ≤ nを満たす k に対して、

rk := qk + (1− bk)pkuk (20)

とおく.

定理 3. p1u1 > 1のとき、問題 2は以下の最適解 (f∗, w∗)を持つ.

f∗
i =

{
pi − w∗

ui
i = 1, . . . ,m

0 i = m+ 1, . . . , n

w∗ = wm

ここで、m = max{k ∈ {1, . . . , n− 1} | rk > 1}.
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Proof. 式 (14), (16) 及び (19) より、f∗
1 > 0, . . . , f∗

m > 0, f∗
m+1 = 0, . . . , f∗

n = 0, 1 ≤
m < nを満たす自然数 mが定まる. まず式 (13)の値が 1であることを示す. 式 (13)の
値を γ とおくと、式 (18)は以下のようになる.

γ =
m∑
i=1

pi
uif∗

i + w∗ +
n∑

i=m+1

pi
ui0 + w∗

=

m∑
i=1

γ

ui
+

n∑
i=m+1

pi
w∗

= γ
m∑
i=1

1

ui
+

1

w∗

n∑
i=m+1

pi

= γbm +
1

w∗ (1− qm)

よって (1− bm)γ = 1
w∗ (1− qm), つまり

w∗ =
1

γ

1− qm
1− bm

(21)

となる. 式 (13)の値を γ とおいたので、i = 1, . . . ,mに対して、

γ =
piui

uif∗
i + w∗ =

pi
f∗
i + w∗

ui

.

これより
f∗
i =

pi
γ

− w∗

ui
(i = 1, . . . ,m) (22)

が成立する. 上式を式 (11)へ代入すると、

1 =

m∑
i=1

(
pi
γ

− w∗

ui

)
+ w∗

=
1

γ

m∑
i=1

pi + w∗

(
1−

m∑
i=1

1

ui

)

=
1

γ
qm + w∗(1− bm)

上式に式 (21)を代入すると、

1 =
1

γ
qm +

1

γ
(1− qm) =

1

γ
.
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つまり γ = 1が成立する. よって式 (21)より

w∗ =
1− qm
1− bm

= wm. (23)

さらに式 (22)より
f∗
i = pi −

w∗

ui
(i = 1, . . . ,m).

次に、自然数mの値を特徴付ける. そのために、bm < 1かつ rm+1 ≤ 1 < rm を示す.
式 (17), (23)及び qm < 1より bm < 1が成立する.式 (13)の値が 1なので i = mを代入
すれば、

pmum

umf∗
m + wm

= 1.

よって

pmum = umf∗
m + wm

> wm =
1− qm
1− bm

したがって
(1− bm)pmum > 1− qm.

つまり
qm + (1− bm)pmum > 1.

rk の定義式 (20) より上式は rm > 1 となる. 式 (13) の値が 1 なので、式 (15) へ
i = 1, j = m+ 1を代入すれば、

1 ≥ pm+1um+1

wm

となる. 上式より
pm+1um+1 ≤ wm =

1− qm
1− bm

.

よって
(1− bm)pm+1um+1 ≤ 1− qm.

つまり
qm + (1− bm)pm+1um+1 ≤ 1. (24)

ここで、1 ≤ k ≤ nを満たす k に対して、式 (20)より、

rk = (qk−1 + pk) +

(
1−

(
bk−1 +

1

uk

))
pkuk

= qk−1 + (1− bk−1)pkuk (25)
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上式より式 (24)は rm+1 ≤ 1となる. 以上より bm < 1かつ rm+1 ≤ 1 < rm が示された.
次に bk < 1かつ rk+1 ≤ 1 < rk を満たす k が存在して一意であることを示す. bk < 1

かつ 1 ≤ k < nを満たす k に対して、

rk+1 = qk + (1− bk)pk+1uk+1 ∵ 式 (25)より
≤ qk + (1− bk)pkuk ∵ 式 (10)より
= rk. ∵ 式 (20)より

つまり rk+1 ≤ rk となり k の一意性が示された. 次に存在を示す. 集合 S を S = {k ∈
{1, . . . , n− 1} | rk > 1}とおき、S ̸= ∅を示す. 式 (20)より

r1 = q1 + (1− b1)p1u1 ∵ 式 (20)より

= p1 +

(
1− 1

u1

)
p1u1

= p1u1 > 1. ∵ 式 (12)より

よって r1 > 1なので、S ̸= ∅となる. 続いて k0 := maxS とおき、rk0+1 ≤ 1かつ bk0
< 1

を示す. 1 ≤ k0 ≤ n− 2のとき、rk0+1 ≤ 1となる.もしそうでなければ、k0 の最大性に
矛盾する. k0 = n− 1のとき、

rk0+1 = rn

= qn + (1− bn)pnun ∵ 式 (20)より
< 1 ∵ 式 (9)より

よって、いずれの場合も rk0+1 ≤ 1が成立する. 次に bk0
< 1を示す. rk0

> 1及び式 (20)
より

rk0
= qk0

+ (1− bk0
)uk0

pk0
> 1.

よって
(1− bk0

)uk0
pk0

> 1− qk0
> 0

なので, 1− bk0 > 0つまり bk0 < 1が成立する. 以上より bk0 < 1かつ rk0+1 ≤ 1 < rk0

が示された. したがって、一意性により m = max{k ∈ {1, . . . , n − 1} | rk > 1} が成立
する.

次に p1u1 ≤ 1の場合を考える.

定理 4. p1u1 ≤ 1のとき、問題 2は最適解 (f∗, w∗) = (0, 1)をもつ.
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Proof. (f , w)を任意の実行可能解とする. すると

µ(f , w) =
n∑

i=1

pi log(uifi + w)

≤ log

(
n∑

i=1

pi(uifi + w)

)
∵ logは上に凸な関数なので Jensenの不等式より

= log

(
n∑

i=1

piuifi + w

)

≤ log

(
n∑

i=1

fi + w

)
∵ p1u1 ≤ 1及び式 (10)より

= log 1 ∵ 式 (11)より
= 0.

つまり任意の実行可能解 (f , w)に対して、µ(f , w) ≤ 0が成立する. µ(0, 1) = 0なので、
問題 2は (f∗, w∗) = (0, 1)において最適解を持つ.

5 機械学習
近年では機械学習を用いた研究が行われています。私のお気に入りの論文は、Benter

(2008), Edelman (2007), Lessmann et al. (2009), Lessmann et al. (2010), Lessmann
et al. (2012)です。conditional logitモデルの基本について知りたい方は、Train (2009)
の第 3章を参考にすると良いです。
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