
円周率の性質

May 28, 2022

1 はじめに

円周率 π の性質を羅列しました. 私の好みで計算式を羅列したので、性質の順序は無茶苦茶
ですし網羅性もないです.

2 性質 01
中村郁 (2003) によると, 計算機を使わず手計算で

1

10

(
47− 9

√
3
)
< π < 6− 1

4
− 3

320
− 3

2

√
3

を算出できる. よって,
3.1411542 < π < 3.1425488

が成立する.

3 性質 02
Mercer (2014) の Ex 10.38 によると, 計算機を使わず手計算で

22

7
− 1

630
< π <

22

7
− 1

1260

を算出できる. よって,
3.1412 < π < 3.1421

が成立する.

4 性質 03
Mercer (2014) の Example 10.13 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

が知られている.
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5 性質 04
Mercer (2014) の Exercise 10.40 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

8
=

∞∑
n=0

1

(4n+ 1)(4n+ 3)

が知られている.

6 性質 05
Loya (2018) の 8.2.4 節及びRoy (1990) の式 13 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 3 + 4
∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n+ 1)3 − (2n+ 1)

が知られている.

7 性質 06
Loya (2018) の 7.7.3 節を参考にする. 数列 bn を b1 = 0, b2 = 1,

bn+2 =
1

n
bn+1 + bn, n ≥ 1

と定める. このとき円周率 π の性質として,

lim
n→∞

n

b2n
=

π

2

が知られている.

8 性質 07
Nelsen (1993) の 39 ページを参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
= arctan 1

2
+ arctan 1

3

が知られている.

9 性質 08
Nelsen (2015) の Cameo 40 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
= 2 arctan 1

3
+ arctan 1

7

が知られている.

2



10 性質 09
Nelsen (2015) の Cameo 40 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
= arctan 1

2
+ arctan 1

5
+ arctan 1

8

が知られている.

11 性質 10
Loya (2018) の 6.9.3 節を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
= 4 arctan 1

5
− arctan 1

239

が知られている.

12 性質 11
Schinazi (2011) の Application 4.2 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 2
√
3

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3n

が知られている.

13 性質 12
Schinazi (2011) の Application 4.8 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 3
∞∑
n=0

(2n)!

(n!)2(2n+ 1)24n

が知られている.

14 性質 13
Loya (2018) の Theorem 5.3 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

2
=

∞∏
n=1

2n

2n− 1
· 2n

2n+ 1

が知られている.
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15 性質 14
Perkins (2018) の式 2.64 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π =
∞∑
n=0

1

24n

(
4

8n+ 1
− 2

8n+ 4
− 1

8n+ 5
− 1

8n+ 6

)
が知られている.

16 性質 15
Roy (1990) の 302 ページを参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 16
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)5 + 4(2n+ 1)

が知られている.

17 性質 16
Borwein and Bailey (2008) の式 3.19 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
= 44 arctan 1

57
+ 7 arctan 1

239
− 12 arctan 1

682
+ 24 arctan 1

12943

が知られている.

18 性質 17
Arndt et al. (2001) の式 5.22 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π

4
= 12 arctan 1

18
+ 8 arctan 1

57
− 5 arctan 1

239

が知られている.

19 性質 18
Arndt et al. (2001) の式 16.13 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 4− 8
∞∑
n=1

1

(4n)2 − 1

が知られている.
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20 性質 19
Nelsen (2015) の Cameo 40, Sofo (2004) の 184 ページ, 及びBailey (2020) の式 9 を参考にする.
円周率 π の性質として,

π =
3
√
3

4
− 6

∞∑
n=0

(
2n
n

)
(2n+ 3)(2n− 1)16n

が知られている.

21 性質 20
Adamchik and Wagon (1997) の 854 ページ及びBellard (1997) の式 5 を参考にする. 円周率 π
の性質として,

π =
∞∑
n=0

(−1)n

4n

(
2

4n+ 1
+

2

4n+ 2
+

1

4n+ 3

)
が知られている.

22 性質 21
Greene et al. (2013) の式 4.13 を参考にする. 数列 an 及び bn を a0 = 1, b0 = 0,

an =
4n

2n− 1
an−1 −

1

2n− 1
, n ≥ 1

bn =
4n

2n− 1
bn−1 +

8n

(2n− 1)2
, n ≥ 1

と定める. このとき円周率 π の性質として,

lim
n→∞

bn
an

= π

が知られている.

23 性質 22
Arndt et al. (2001) の式 16.82 及びChudnovsky and Chudnovsky (1998) の 2748 ページを参考
にする. 円周率 π の性質として,

π =
∞∑
n=0

50n− 6(
3n
n

)
2n

が知られている.
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24 性質 23
Arndt et al. (2001) の式 8.2 を参考にする. 円周率 π の性質として,

1

π
=

∞∑
n=0

(
2n

n

)3
42n+ 5

212n+4

が知られている.

25 性質 24
Lehmer (1985) の 455 ページを参考にする. 円周率 π の性質として,

π

2
=

∞∑
n=1

2n

n
(
2n
n

)
が知られている.

26 性質 25
Sprugnoli (2006) の Theorem 3.4 及びLehmer (1985) の式 12 を参考にする. 円周率 π の性質と
して,

π = 3
√
3

∞∑
n=1

1

n
(
2n
n

)
が知られている.

27 性質 26
Chudnovsky and Chudnovsky (1998) の 2749 ページ及びSprugnoli (2006) の Theorem 3.3 を参
考にする. 円周率 π の性質として,

π = −4 +
∞∑
n=0

2n+1(
2n
n

)
が知られている.

28 性質 27
Loya (2018) の Theorem 4.58 及び Exercise 4.12.4 を参考にする. 数列 pn, Pn 及び an を
p0 = 3, P0 = 2

√
3,

Pn+1 =
2pnPn

pn + Pn

, n ≥ 0

pn+1 =
√
pnPn+1, n ≥ 0

an =
1

3
(2pn + Pn), n ≥ 0

と定める. このとき, 数列 pn, Pn 及び an は円周率 π に収束する.
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29 性質 28
Borwein and Bailey (2008) の式 3.16 を参考にする. 数列 an, bn, cn, sn 及び pn を a0 = 1, b0 =
1√
2
, s0 =

1
2
,

an =
an−1 + bn−1

2
, n ≥ 1

bn =
√
an−1bn−1, n ≥ 1

cn = a2n − b2n, n ≥ 1

sn = sn−1 − 2ncn, n ≥ 1

pn =
2a2n
sn

, n ≥ 1

と定める. このとき, 数列 pn は円周率 π に収束する.

30 性質 29
Milla (2019) の Algorithm 2 を参考にする. 数列 kn 及び en を k0 = 3− 2

√
2, e0 = 6− 4

√
2,

kn =
1−

√
1− k2

n−1

1 +
√

1− k2
n−1

, n ≥ 1

en = en−1(1 + kn)
2 − 2n+1kn, n ≥ 1

と定める. このとき, 数列 en は 1
π
に収束する.

31 性質 30
Borwein and Bailey (2008) の式 3.17 を参考にする. 数列 an, rn 及び sn を a0 =

1
3
, s0 =

√
3−1
2

,

rn =
3

1 + 2(1− s3n−1)
1
3

, n ≥ 1

sn =
rn − 1

2
, n ≥ 1

an = r2nan−1 − 3n−1(r2n − 1), n ≥ 1

と定める. このとき, 数列 an は 1
π
に収束する.

32 性質 31
Milla (2019) の Algorithm 3 を参考にする. 数列 yn 及び zn を y0 =

√
2− 1, z0 = 6− 4

√
2,

yn =
1− 4

√
1− y4n−1

1 + 4
√

1− y4n−1

, n ≥ 1

zn = zn−1(1 + yn)
4 − 2 · 4nyn(1 + yn + y2n), n ≥ 1

と定める. このとき, 数列 zn は 1
π
に収束する.

7



33 性質 32
Schinazi (2011) の 107 ページを参考にする. 円周率 π の性質として,

1

π
=

√
8

9801

∞∑
n=0

(4n)!

(n!)4
1103 + 26390n

3964n

が知られている.

34 性質 33
Arndt et al. (2001) の式 16.45 を参考にする. 円周率 π の性質として,

1

π
=

1

3528

∞∑
n=0

(−1)n
(4n)!

(n!)444n
1123 + 21460n

8822n

が知られている.

35 性質 34
Arndt et al. (2001) の式 16.69 を参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 16
√
3

∞∑
n=1

n

(4n− 3)(4n− 1)32n−1

が知られている.

36 性質 35
Zhou (2010) の Theorem 1 及びZhou and Markov (2010) の Theorem 2 を参考にする. 円周率 π
は無理数であることが知られている.

37 性質 36
Loya (2018) の式 8.9 を参考にする. 連分数展開として,

4

π
= 1 +

12

2 +

32

2 +

52

2 +

72

2 +

92

2 +

112

2 +

132

2 + · · ·
が知られている.

38 性質 37
Loya (2018) の式 8.12 を参考にする. 連分数展開として,

π

2
= 1 +

1

1 +

1 · 2
1 +

2 · 3
1 +

3 · 4
1 +

4 · 5
1 +

5 · 6
1 +

6 · 7
1 +

7 · 8
1 + · · ·

が知られている.

8



39 性質 38
Loya (2018) の式 8.14 を参考にする. 連分数展開として,

π = 3 +
12

6 +

32

6 +

52

6 +

72

6 +

92

6 +

112

6 +

132

6 + · · ·

が知られている.

40 性質 39
Arndt et al. (2001) の式 16.99 を参考にする. 連分数展開として,

4

π
= 1 +

12

3 +

22

5 +

32

7 +

42

9 +

52

11 +

62

13 +

72

15 + · · ·

が知られている.

41 性質 40
Arndt et al. (2001) の式 16.98 を参考にする. 連分数展開として,

π

2
= 1 +

2

3 +

1 · 3
4 +

3 · 5
4 +

5 · 7
4 +

7 · 9
4 +

9 · 11
4 +

11 · 13
4 +

13 · 15
4 + · · ·

が知られている.

42 性質 41
Arndt et al. (2001) の式 16.97 を参考にする. 連分数展開として,

4

π
= 1 +

2

7 +

1 · 3
8 +

3 · 5
8 +

5 · 7
8 +

7 · 9
8 +

9 · 11
8 +

11 · 13
8 +

13 · 15
8 + · · ·

が知られている.

43 性質 42
Raayoni et al. (2019) の Table 4 を参考にする. 連分数展開として,

8

−8 + 3π
= 5 +

1 · 5
7 +

2 · 6
9 +

3 · 7
11 +

4 · 8
13 +

5 · 9
15 +

6 · 10
17 +

7 · 11
19 + · · ·

が知られている.
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44 性質 43
Raayoni et al. (2019) の Table 4 を参考にする. 連分数展開として,

4

−2 + π
= 3 +

1 · 3
5 +

2 · 4
7 +

3 · 5
9 +

4 · 6
11 +

5 · 7
13 +

6 · 8
15 +

7 · 9
17 + · · ·

が知られている.

45 性質 44
Sofo (2004) の 185 ページ及びLupas (2000) を参考にする. 円周率 π の性質として,

π = 4 +
∞∑
n=1

(−16)n
(
2n
n

)
(40n2 + 16n+ 1)(

4n
2n

)2
2n(4n+ 1)2

が知られている.

46 性質 45
Milla (2018) の 1 ページを参考にする. 円周率 π の性質として,

1

π
= 12 ·

∞∑
n=0

(−1)n(6n)!

(3n)!(n!)3
· 13591409 + 545140134n

6403203n+3/2

が知られている.
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