
ネイピア数𝑒の無理数性
2024 年 3 月 19 日(火)

概要
ネイピア数𝑒が無理数であることを 2通りの方法で証明します.

証明 1
文献[1] 及び文献[2] の 109 ページを参考にする. ネイピア数𝑒が有理数𝑝

𝑞と仮定して矛盾を
導く. ここで𝑝, 𝑞はともに自然数である. まず各整数𝑛 ≥ 0に対して,

𝐼𝑛 =
𝑞
𝑛!
∫
1

0
𝑥𝑛(1 − 𝑥)𝑛𝑒𝑥 d𝑥 (1)

と定める.

(a) 𝐼0 = 𝑝 − 𝑞及び𝐼1 = −𝑝 + 3𝑞を証明する.

𝐼0 = 𝑞∫
1

0
1 ⋅ 𝑒𝑥 d𝑥 = 𝑞[𝑒𝑥]10 = 𝑞(𝑒 − 1) = 𝑞𝑒 − 𝑞

= 𝑝 − 𝑞 ∵ 𝑒 =
𝑝
𝑞
より

(2)

𝐼1 = 𝑞∫
1

0
𝑥(1 − 𝑥)𝑒𝑥 d𝑥 (3)

𝐼1
𝑞
= ∫

1

0
𝑥(1 − 𝑥)𝑒𝑥 d𝑥

= [𝑥(1 − 𝑥)𝑒𝑥]10 −∫
1

0
(−2𝑥 + 1)𝑒𝑥 d𝑥 ∵部分積分より

= ∫
1

0
(2𝑥 − 1)𝑒𝑥 d𝑥

= [(2𝑥 − 1)𝑒𝑥]10 −∫
1

0
2𝑒𝑥 d𝑥 ∵部分積分より

= 𝑒 + 1 − 2(𝑒 − 1)
= −𝑒 + 3

(4)

よって

𝐼1 = −𝑞𝑒 + 3𝑞 = −𝑝 + 3𝑞 ∵ 𝑒 =
𝑝
𝑞
より (5)

となる.

(b) 𝑛 ≥ 2のとき, 漸化式 𝐼𝑛 = (−4𝑛 + 2)𝐼𝑛−1 + 𝐼𝑛−2を証明する.
各整数𝑛 ≥ 0に対して,
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𝑓𝑛(𝑥) =
𝑞
𝑛!
𝑥𝑛(1 − 𝑥)𝑛 (6)

と定める. 𝑛 ≥ 2のとき

𝐼𝑛 = ∫
1

0
𝑓𝑛(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥

= [𝑓𝑛(𝑥)𝑒𝑥]
1
0 −∫

1

0
𝑓𝑛′(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥 ∵部分積分より

= −∫
1

0
𝑓𝑛′(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥

= −{[𝑓𝑛′(𝑥)𝑒𝑥]
1
0 −∫

1

0
𝑓𝑛″(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥} ∵部分積分より

(7)

ここで

𝑓𝑛′(𝑥) = (
𝑞
𝑛!
(𝑥(1 − 𝑥))𝑛)

′

=
𝑞
𝑛!
𝑛(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1(−2𝑥 + 1)

=
𝑞

(𝑛 − 1)!
(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1(−2𝑥 + 1)

(8)

である. 式(7)に𝑓𝑛′(0) = 𝑓𝑛′(1) = 0を代入すると

𝐼𝑛 = ∫
1

0
𝑓𝑛″(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥 (9)

となる. そして

𝑓𝑛″(𝑥) =
𝑞

(𝑛 − 1)!
{(𝑛 − 1)(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−2(−2𝑥 + 1)2 + (𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1(−2)} (10)

ここで(−2𝑥 + 1)2 = −4𝑥(1 − 𝑥) + 1をこの式(10)に代入すると

𝑓𝑛″(𝑥) =
𝑞

(𝑛 − 1)!
{−4(𝑛 − 1)(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1 + (𝑛 − 1)(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−2 − 2(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1}

=
𝑞

(𝑛 − 1)!
{(−4𝑛 + 2)(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1 + (𝑛 − 1)(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−2}

= (−4𝑛 + 2)
𝑞

(𝑛 − 1)!
(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−1 +

𝑞
(𝑛 − 2)!

(𝑥(1 − 𝑥))𝑛−2

= (−4𝑛 + 2)𝑓𝑛−1(𝑥) + 𝑓𝑛−2(𝑥) ∵ 𝑓𝑛(𝑥)の定義より

(11)

が成立する. この式(11)を式(9)に代入すると
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𝐼𝑛 = ∫
1

0
{(−4𝑛 + 2)𝑓𝑛−1(𝑥) + 𝑓𝑛−2(𝑥)}𝑒𝑥 d𝑥

= (−4𝑛 + 2)∫
1

0
𝑓𝑛−1(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥 +∫

1

0
𝑓𝑛−2(𝑥)𝑒𝑥 d𝑥

= (−4𝑛 + 2)𝐼𝑛−1 + 𝐼𝑛−2 ∵ 𝐼𝑛の定義より

(12)

が得られる.

(c) 各整数𝑛 ≥ 0に対して𝐼𝑛は整数であることを証明する.
(a)の結果より𝐼0, 𝐼1はともに整数であり, (b)の漸化式に数学的帰納法を適用すると𝐼𝑛は整
数となる.

(d) 十分大きな𝑛に対して, 𝐼𝑛は0より大きく1より小さいことを証明する.
0 ≤ 𝑥 ≤ 1のとき

1 ≤ 𝑒𝑥 ≤ 𝑒 かつ 0 ≤ 𝑥(1 − 𝑥) ≤
1
4

(13)

なので

𝐼𝑛 <
𝑞
𝑛!
∫
1

0
(
1
4
)
𝑛

𝑒 d𝑥 =
𝑞𝑒
𝑛!4𝑛 (14)

したがって, 各整数𝑛 ≥ 0に対して

0 < 𝐼𝑛 <
𝑞𝑒
𝑛!4𝑛 (15)

が成立する.いまここで𝑞𝑒は𝑛に依存しない定数なので

lim
𝑛→∞

𝑞𝑒
𝑛!4𝑛

= 0 (16)

である. はさみうちの原理を式(15)に適用すると, 十分大きな𝑛に対して, 𝐼𝑛は0より大きく1
より小さい.

(e) (c)と(d)の結果が矛盾するため, ネイピア数𝑒は無理数である. 証明終了.

証明 2
大阪大学の 1997 年理系後期日程の入試問題を参考にする. まず各自然数𝑛に対して,

𝑎𝑛 = ∫
1

0
𝑥𝑛𝑒1−𝑥 d𝑥 (17)

と定める.

(a) 𝑎1 = 𝑒 − 2を証明する.
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𝑎1 = ∫
1

0
𝑥𝑒1−𝑥 d𝑥

= [𝑥(−𝑒1−𝑥)]1
0
−∫

1

0
1 ⋅ (−𝑒1−𝑥) d𝑥 ∵部分積分より

= −1 +∫
1

0
𝑒1−𝑥 d𝑥

= −1 + [−𝑒1−𝑥]1
0

= −1 − (1 − 𝑒)
= 𝑒 − 2

(18)

(b) 𝑛 ≥ 2のとき, 漸化式 𝑎𝑛 = 𝑛𝑎𝑛−1 − 1 を証明する.

𝑎𝑛 = ∫
1

0
𝑥𝑛𝑒1−𝑥 d𝑥

= [𝑥𝑛(−𝑒1−𝑥)]1
0
−∫

1

0
𝑛𝑥𝑛−1(−𝑒1−𝑥) d𝑥 ∵部分積分より

= −1 + 𝑛∫
1

0
𝑥𝑛−1𝑒1−𝑥 d𝑥

= −1 + 𝑛𝑎𝑛−1 ∵ 𝑎𝑛の定義より

(19)

(c) 各自然数𝑛に対して,

𝑎𝑛
𝑛!
= 𝑒 − (1 +

1
1!
+
1
2!
+
1
3!
+ …+

1
𝑛!
) (20)

が成立することを証明する.
数学的帰納法によって示す. 𝑛 = 1のとき

(左辺) = 𝑎1
1!
= 𝑒 − 2 ∵ (a)の結果より

(右辺) = 𝑒 − (1 + 1
1!
) = 𝑒 − 2

(21)

よって𝑛 = 1のとき成立する. 次に𝑛 = 𝑘(≥ 1)のとき等式が成立すると仮定する. つまり

𝑎𝑘
𝑘!
= 𝑒 − (1 +

1
1!
+
1
2!
+
1
3!
+ …+

1
𝑘!
) (22)

を仮定する. すると
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𝑎𝑘+1
(𝑘 + 1)!

=
(𝑘 + 1)𝑎𝑘 − 1
(𝑘 + 1)!

∵ (b)の結果より

=
𝑎𝑘
𝑘!
−

1
(𝑘 + 1)!

= 𝑒 − (1 +
1
1!
+
1
2!
+
1
3!
+ …+

1
𝑘!
) −

1
(𝑘 + 1)!

∵帰納法の仮定である式(22)より

= 𝑒 − (1 +
1
1!
+
1
2!
+
1
3!
+ …+

1
𝑘!
+

1
(𝑘 + 1)!

)

(23)

よって𝑛 = 𝑘 + 1のときも成立する. したがって各自然数𝑛に対して, 式(20)が成立する.

(d) 各自然数𝑛に対して, 0 < 𝑎𝑛 < 1を証明する.
0 ≤ 𝑥 ≤ 1に対して, 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛𝑒1−𝑥とおく. すると

𝑓𝑛′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1𝑒1−𝑥 + 𝑥𝑛𝑒1−𝑥(−1)

= 𝑥𝑛−1𝑒1−𝑥(𝑛 − 𝑥)
(24)

が得られる. 𝑓𝑛′(𝑥) ≥ 0となり, 𝑓𝑛(𝑥)は単調増加である. したがって𝑓𝑛(0) ≤ 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝑓𝑛(1)
つまり 0 ≤ 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 1が成立する. この不等式0 ≤ 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 1を0から1の区間で積分すると

∫
1

0
0 d𝑥 < ∫

1

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 < ∫

1

0
1 d𝑥 (25)

となり, 0 < 𝑎𝑛 < 1が得られる.

(e) 各自然数𝑛に対して, 𝑛!𝑒は整数にならないことを証明する.
(c)の結果より

𝑛!𝑒 = 𝑎𝑛 + 𝑛!(1 +
1
1!
+
1
2!
+
1
3!
+ …+

1
𝑛!
) (26)

が成立する.

𝑛!(1 +
1
1!
+
1
2!
+
1
3!
+ …+

1
𝑛!
) (27)

の部分は整数であり, (d)の結果0 < 𝑎𝑛 < 1を考慮すると, 𝑛!𝑒は整数ではない.

(f) ネイピア数𝑒が無理数であることを証明する.
ネイピア数𝑒が有理数だと仮定する. すると十分大きな自然数𝑛に対して𝑛!𝑒は整数となる.
ところがこれは(e)の結果に矛盾する. よってネイピア数𝑒は有理数ではない. 証明終了.
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