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概要
円周率𝜋が無理数であることを証明します.

証明
文献[1] の Theorem 2 及び文献[2] の 260 ページを参考にする. 円周率𝜋が有理数𝑝

𝑞と仮定
して矛盾を導く. ここで𝑝, 𝑞はともに自然数である. まず各整数𝑛 ≥ 0に対して,

𝐼𝑛 =
𝑞𝑛

𝑛!
∫
𝜋

0
𝑥𝑛(𝜋 − 𝑥)𝑛 sin 𝑥 d𝑥 (1)

と定める.

(a) 𝐼0 = 2及び𝐼1 = 4𝑞を証明する.

𝐼0 = ∫
𝜋

0
sin 𝑥 d𝑥 = [− cos 𝑥]𝜋0 = (−1)(−1 − 1) = 2 (2)

𝐼1 = 𝑞∫
𝜋

0
𝑥(𝜋 − 𝑥) sin 𝑥 d𝑥 (3)

𝐼1
𝑞
= ∫

𝜋

0
𝑥(𝜋 − 𝑥) sin 𝑥 d𝑥

= [𝑥(𝜋 − 𝑥)(− cos 𝑥)]𝜋0 −∫
𝜋

0
(−2𝑥 + 𝜋)(− cos 𝑥) d𝑥 ∵部分積分より

= ∫
𝜋

0
(−2𝑥 + 𝜋) cos 𝑥 d𝑥

= [(−2𝑥 + 𝜋) sin 𝑥]𝜋0 −∫
𝜋

0
(−2) sin 𝑥 d𝑥 ∵部分積分より

= 2∫
𝜋

0
sin 𝑥 d𝑥

= 2 ⋅ 2 ∵式(2)より
= 4

(4)

よって𝐼1 = 4𝑞となる.

(b) 𝑛 ≥ 2のとき, 漸化式 𝐼𝑛 = (4𝑛 − 2)𝑞𝐼𝑛−1 − 𝑝2𝐼𝑛−2を証明する.
各整数𝑛 ≥ 0に対して,

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑞𝑛

𝑛!
𝑥𝑛(𝜋 − 𝑥)𝑛 (5)

と定める. 𝑛 ≥ 2のとき
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𝐼𝑛 = ∫
𝜋

0
𝑓𝑛(𝑥) sin 𝑥 d𝑥

= [𝑓𝑛(𝑥)(− cos 𝑥)]
𝜋
0 −∫

𝜋

0
𝑓𝑛′(𝑥)(− cos 𝑥) d𝑥 ∵部分積分より

= ∫
𝜋

0
𝑓𝑛′(𝑥) cos 𝑥 d𝑥

= [𝑓𝑛′(𝑥) sin 𝑥]
𝜋
0 −∫

𝜋

0
𝑓𝑛″(𝑥) sin 𝑥 d𝑥 ∵部分積分より

= −∫
𝜋

0
𝑓𝑛″(𝑥) sin 𝑥 d𝑥

(6)

ここで

𝑓𝑛′(𝑥) = (
𝑞𝑛

𝑛!
(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛)

′

=
𝑞𝑛

𝑛!
𝑛(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1(−2𝑥 + 𝜋)

=
𝑞𝑛

(𝑛 − 1)!
(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1(−2𝑥 + 𝜋)

(7)

さらに

𝑓𝑛″(𝑥) =
𝑞𝑛

(𝑛 − 1)!
{(𝑛 − 1)(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−2(−2𝑥 + 𝜋)2 + (𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1(−2)} (8)

ここで(−2𝑥 + 𝜋)2 = −4𝑥(𝜋 − 𝑥) + 𝜋2をこの式(8)に代入すると,

𝑓𝑛″(𝑥) =
𝑞𝑛

(𝑛 − 1)!
{−4(𝑛 − 1)(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝜋2(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−2 − 2(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1}

=
𝑞𝑛

(𝑛 − 1)!
{(−4𝑛 + 2)(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝜋2(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−2}

= (−4𝑛 + 2)𝑞
𝑞𝑛−1

(𝑛 − 1)!
(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−1 + 𝜋2𝑞2

𝑞𝑛−2

(𝑛 − 2)!
(𝑥(𝜋 − 𝑥))𝑛−2

= −(4𝑛 − 2)𝑞𝑓𝑛−1(𝑥) + (𝜋𝑞)
2𝑓𝑛−2(𝑥) ∵ 𝑓𝑛(𝑥)の定義より

= −(4𝑛 − 2)𝑞𝑓𝑛−1(𝑥) + 𝑝2𝑓𝑛−2(𝑥) ∵ 𝜋 =
𝑝
𝑞
より

(9)

この式(9)を式(6)に代入すると,

𝐼𝑛 = −∫
𝜋

0
{−(4𝑛 − 2)𝑞𝑓𝑛−1(𝑥) + 𝑝2𝑓𝑛−2(𝑥)} sin 𝑥 d𝑥

= (4𝑛 − 2)𝑞∫
𝜋

0
𝑓𝑛−1(𝑥) sin 𝑥 d𝑥 − 𝑝2∫

𝜋

0
𝑓𝑛−2(𝑥) sin 𝑥 d𝑥

= (4𝑛 − 2)𝑞𝐼𝑛−1 − 𝑝2𝐼𝑛−2 ∵ 𝐼𝑛の定義より

(10)

が得られる.
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(c) 各整数𝑛 ≥ 0に対して𝐼𝑛は整数であることを証明する.
(a)の結果より𝐼0, 𝐼1はともに整数であり, (b)の漸化式に数学的帰納法を適用すると𝐼𝑛は整
数となる.

(d) 十分大きな𝑛に対して, 𝐼𝑛は0より大きく1より小さいことを証明する.
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋のとき

0 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 かつ 0 ≤ 𝑥(𝜋 − 𝑥) ≤
𝜋2

4
(11)

なので

𝐼𝑛 <
𝑞𝑛

𝑛!
∫
𝜋

0
(
𝜋2

4
)
𝑛

⋅ 1 d𝑥 = 𝜋
(𝑞𝜋2/4)𝑛

𝑛! (12)

したがって, 各整数𝑛 ≥ 0に対して

0 < 𝐼𝑛 < 𝜋
(𝑞𝜋2/4)𝑛

𝑛!
(13)

が成立する. いまここで𝑞𝜋2/4は𝑛に依存しない定数なので

lim
𝑛→∞

(𝑞𝜋2/4)𝑛

𝑛!
= 0 (14)

である. はさみうちの原理を式(13)に適用すると, 十分大きな𝑛に対して𝐼𝑛は0より大きく1
より小さい.

(e) (c)と(d)の結果が矛盾するため, 円周率𝜋は無理数である. 証明終了.
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