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はじめに
高校数学で以下の加法定理を学びます.

定理 加法定理
任意の実数𝛼, 𝛽に対して、

sin(𝛼 + 𝛽) = sin𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽
cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin 𝛽

が成立する.

本稿ではこの加法定理を 3 通りの方法で証明します.

証明

証明 1
(プレックス製作委員会, 2019) の 188 ページを参考にする. 証明 1 は一番よく知られた方
法で, 高校の授業で普通に取り上げられます.

[証明] 証明は次の(a)及び(b)から構成されている.

(a) コサインの加法定理を示す.
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まず 3 角形𝑂𝑃𝑄に対して余弦定理を適用すると

𝑃𝑄2 = 𝑂𝑃 2 +𝑂𝑄2 − 2𝑂𝑃 ⋅ 𝑂𝑄 ⋅ cos(𝛼 + 𝛽)

= 12 + 12 − 2 ⋅ 1 ⋅ 1 ⋅ cos(𝛼 + 𝛽)

= 2 − 2 cos(𝛼 + 𝛽) 式(1)

が成立する. 次に点𝑃 ,𝑄の座標はそれぞれ 𝑃 = (cos 𝛼, sin 𝛼),𝑄 = (cos 𝛽,− sin 𝛽) である. こ
れに 2 点間距離の公式を用いると

𝑃𝑄2 = (cos 𝛼 − cos 𝛽)2 + (sin 𝛼 + sin 𝛽)2

= (cos2 𝛼 − 2 cos 𝛼 cos 𝛽 + cos2 𝛽) + (sin2 𝛼 + 2 sin𝛼 sin 𝛽 + sin2 𝛽)

= (cos2 𝛼 + sin2 𝛼) + (cos2 𝛽 + sin2 𝛽) − 2(cos 𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin 𝛽)

= 2 − 2(cos 𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin 𝛽) 式(2)

式(1)及び式(2)を比較すると cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin 𝛽 が成立する.

(b) サインの加法定理を示す.
以下の通り余角公式とコサインの加法定理を使います.

sin(𝛼 + 𝛽) = cos(𝜋
2
− (𝛼 + 𝛽)) ∵ 余角公式より

= cos((𝜋
2
− 𝛼) + (−𝛽))

= cos(𝜋
2
− 𝛼) cos(−𝛽) − sin(𝜋

2
− 𝛼) sin(−𝛽) ∵ コサインの加法定理より

= sin𝛼 cos(−𝛽) − cos 𝛼 sin(−𝛽) ∵ 余角公式より

= sin𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽

よって題意は証明された. ⬜︎

証明 2
(Alsina & Nelsen, 2020) の 134 ページを参考にする.

[証明] 下のイラストを見て下さい.
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長方形の横幅をみるとサインの加法定理が成立している. 同様に長方形の縦幅をみるとコ
サインの加法定理が成立している. ⬜︎

証明 3
(Nystedt, 2014), (Posamentier & Hauptman, 2006) の 192 ページ, (Nelsen, 2020) の 39
ページ, 及び(Brueningsen, 1993) を参考にする.

[証明] 証明は次の(a)及び(b)から構成されている.

(a) サインの加法定理を示す.
まず全体の三角形の面積は1

2𝑎𝑏 sin(𝛼 + 𝛽)である. 続いて青の三角形と赤の三角形の面積は
それぞれ1

2𝑥ℎ,
1
2𝑦ℎである. 全体の三角形は青三角形と赤三角形に分割できるので
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1
2
𝑎𝑏 sin(𝛼 + 𝛽) = 1

2
𝑥ℎ + 1

2
𝑦ℎ

となる. 上式をsin(𝛼 + 𝛽)について整理してやると

sin(𝛼 + 𝛽) = 𝑥
𝑎
⋅ ℎ
𝑏
+ ℎ
𝑎
⋅ 𝑦
𝑏
.

三角関数の定義より上式は sin(𝛼 + 𝛽) = sin𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽 となる.

(b) コサインの加法定理を示す.
全体の三角形に余弦定理を用いると (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos(𝛼 + 𝛽). この式をcos(𝛼 +
𝛽)について整理してやると

cos(𝛼 + 𝛽) =
(𝑎2 + 𝑏2) − (𝑥 + 𝑦)2

2𝑎𝑏
=

(𝑎2 − 𝑥2) + (𝑏2 − 𝑦2) − 2𝑥𝑦
2𝑎𝑏

.

この上式に青三角形と赤三角形に関するピタゴラスの定理を適用してやると,

cos(𝛼 + 𝛽) = ℎ2 + ℎ2 − 2𝑥𝑦
2𝑎𝑏

= ℎ2 − 𝑥𝑦
𝑎𝑏

= ℎ
𝑎
⋅ ℎ
𝑏
− 𝑥
𝑎
⋅ 𝑦
𝑏

が成立する. 三角関数の定義より上式は cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 − sin𝛼 sin 𝛽 となる. よって
題意は証明された. ⬜︎
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